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Flache Gew�asser

Merkmale:
� Wassertiefe << horizontale Ausdehnung
� Geschwindigkeiten �uberwiegend horizontal
� Vertikale Beschleunigungen gering

Konsequenzen f�ur Modelle:
�! Hydrostatische Druckverteilung
�! Lange Wellen von kleiner Steilheit
�! Nur geringe Bodensteigungen erlaubt

M.C. Escher Pf�utze
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Tiefe Gew�asser

�! Vertikale Zirkulationen
�! Kurze Ober
�achen- und interne Wellen
�! Str�omungen �uber steilen Bodenh�angen
�! Interaktion Str�omung{Strukturen

M.C. Escher Drei Welten
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Motivation

Wozu ein nicht-hydrostatisches Modell?

F�ur Simulation von 3D-Freispiegelstr�omungen,
in welchen:

� Die vertikalen Beschleunigungen
vergleichbar oder gr�o�er
als die horizontalen sind, und

� die Bewegungen der freien Ober
�ache im
Rahmen der Flachwassertheorie nicht
beschreibbar sind.

Beabsichtigt f�ur anspruchsvolle Anwendungen,
in welchen die richtige Reproduktion von
dreidimensionalen Aspekten der Str�omungen
entscheidend ist.
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Grundlegende Ideen

� Ausgangspunkt: Ein existierendes
hydrostatisches Modell.

�Modellauswahl: Ein wohl validiertes und
etabliertes Modell.

� Entwicklung: Im Rahmen eines entkoppelten
Algorithmus.

� Zerlegung des Gesamtdruckes in einen
hydrostatischen und hydrodynamischen
Anteil.

� Veri�kation: Haupts�achlich die vertikalen
Beschleunigungen.
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Warum TELEMAC-3D?

Telemac-System entwickelt von
Laboratoire National d'Hydraulique (EDF)
in Chatou

�! L�ost 3D-Flachwassergleichungen
�! Ein entkoppelter Algorithmus mit FEM
�! Modular aufgebaut
�! Vorbildlich veri�ziert und validiert
�! Bedeutende institutseigene Entwicklungen

C.Monet Bad am La Grenouill�ere
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Grundlagen
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) Primitive Variablen: u(x; y; z; t), %(x; y; z; t)

) Lage der freien Ober
�ache: S(x; y; t)

) Vereinfachungen:

{ Inkompressibilit�at

{Wirbelviskosit�at

{ Boussinesq-Approximation
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Grundgleichungen:

Echt dreidimensional
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Bemerkung: G�ultig f�ur inkompressible
Str�omungen mit kleinen Ver�anderungen der
Fluiddichte.

Annahmen betre�en nur wenige Fluid- oder
Str�omungseigenschaften.
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Konventionelle

Druck-Poisson-Gleichung

Hergeleitet aus
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r � u = 0
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Die hydrostatische Druckapproximation

Dimensionsanalyse
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=) Die vertikale Komponente der
Beschleunigung dw=dt ist vernachl�assigbar,
wenn

W << U und H << L.
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Dreidimensionale

Flachwassergleichungen
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Bemerkung: Vertikale Bewegung entsteht als
Folge der Volumenerhaltung.
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TELEMAC-3D in Stichworten

Gleichungen: { 3D-Flachwassergleichungen

Transportgleichungen f�ur Temperatur,

Sto�konzentration, Sediment...

Reaktionskinetik, particle-tracking{Modell

Randbed.: { �Ublich f�ur nat�urliche Gew�asser

Numerik: { Diskretisierung: Zeit: FDM, Raum: FEM

Operator-splitting{Verfahren (3 Stufen)

Crank-Nicolson{Methode

Element-by-element{Methode

Iterative Gleichungsl�oser (konjug. Gradienten)

Turbulenz: { Konstante Wirbelviskosit�at,

Mischungswegansatz, k{"{Modell

Netz: { Horizontal: Unstrukturiert { Dreiecke

Vertikal: �-Netz mit konstanter

Anzahl der Schichten

Elemente: { Prismen, lineare Ansatzfunktionen

Aufbau: { Modular auf Bibliothekenbasis

Rechner: { Vektor- oder Parallelcomputer
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TELEMAC-3D { Algorithmus
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Ein entkoppelter Algorithmus

im Rahmen der FEM

Gekoppelte Algorithmen:

� Aufbau eines gr�o�eren Gleichungssystems.

� Fast immer implizit.

� Nicht-lineare, iterative Gleichungsl�oser.

� Gemischte Interpolation f�ur Variablen. In der
Praxis: =) Verlust der Genauigkeit
f�ur den Druck.

Entkoppelte Algorithmen:

� Sukzessive L�osung kleiner Aufgaben.

� Semi-implizit.

� Lineare Gleichungsl�oser.

� Gleiche Interpolation f�ur alle Variablen.
=) Gleiche Genauigkeit.
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Freie Ober
�ache:

H�ohenfunktionsmethode

Bestimmung von S(x; y; t), de�niert als
Abstand zwischen der freien Ober
�ache und
einer horizontalen Bezugs
�ache (z.B. z = 0).

� Kinematische Randbedingung:
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� vs
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� Vertikal gemittelte Kontinuit�atsgleichung:
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B
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=) S(x; y; t) mu� eindeutig sein!
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Projektionsmethode {

fractional-step { Formulierung

Zerlegung der Geschwindigkeit:
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8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:
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Druck-Poisson-Gleichung aus der
fractional step { Formulierung:
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�t
r � ~u
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Druckzerlegung

Druck als Summe vom hydrostatischen pH
und hydrodynamischen Druckanteil �:

p = pH + �

Hydrostatischer Anteil:
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Fractional step { Projektionsmethode

f�ur Freispiegelstr�omungen

Zwischenl�osung:
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Operator-splitting { Algorithmus
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Veri�kation:

Stufen des Algorithmus
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2D-Advektionsstufe:

semi-implizit SUPG, FEM

oder Charakteristiken

(= Ein rotierendes Pro�l
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Veri�kationsbeispiele

Vollst�andiger Algorithmus

=) Kurze stehende Wellen.

=)Wellenre
exion.

=)Wellen in einem Hafenbecken.

=)Wellen �uber einer Rinne.

=) Einzelwellen in einem Kanal.

=) Interaktion zwischen Einzelwellen.

=) Transformation einer Einzelwelle.

=) Brechen einer Einzelwelle.

=) Kurze interne Wellen.

=) Lock-exchange 
ow.

=) Kanal mit einer Schwelle.

=)Wingetriebene Zirkulation.

=) Kanalstr�omung �uber einer Rampe.
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Stehende kurze Welle

x

z

0

{10
0

�(x; y; t)

10
-

6

) kleine Amplitude

) ein rechteckiges Becken

� = �0 cos(kx) cos(!t)

Nicht-hydrostatisch

!2 = gk tanh(kH)

u = !�0
ch[k(z +H)]

sh(kH)
sin(kx) sin(!t)

w = �!�0
sh[k(z +H)]

sh(kH)
cos(kx) sin(!t)

� = �%g�+%g�0
ch[k(z +H)]

ch(kH)
cos(kx) cos(!t)

Hydrostatisch

!2 = k2gH

u =
!�0

kH
sin(kx) sin(!t)

w = �!�0
z +H

H
cos(kx) sin(!t)

� = 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x [m]

-10

-8

-6

-4

-2

0

-10

-8

-6

-4

-2

0

z 
[m

]

0.2

v [m/s]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x [m]

-10

-8

-6

-4

-2

0

-10

-8

-6

-4

-2

0

z 
[m

]

0.2

v [m/s]

Institut f�ur Str�omungsmechanik
und Elektronisches Rechnen im Bauwesen



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x [m]

-10

-8

-6

-4

-2

0

-10

-8

-6

-4

-2

0

z 
[m

]

0.2

v [m/s]

Stehende kurze Welle

numerisch

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x [m]

-10

-8

-6

-4

-2

0

-10

-8

-6

-4

-2

0

0.2

v [m/s]

analytisch

I
n
s
titu

t
f� u
r
S
tr
� o
m
u
n
g
s
m
e
c
h
a
n
ik

u
n
d
E
le
k
t
r
o
n
is
c
h
e
s
R
e
c
h
n
e
n
im

B
a
u
w
e
s
e
n



0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

t [s]

-0.15

-0.1

-0.05

0.0

0.05

0.1

0.15

z 
[m

]

0.0 3.552 7.104 10.656 14.208 17.76 21.312 24.864 28.416

-0.15

-0.1

-0.05

0.0

0.05

0.1

0.15

Wasserspiegelauslenkung am Rand

I
n
s
titu

t
f� u
r
S
tr
� o
m
u
n
g
s
m
e
c
h
a
n
ik

u
n
d
E
le
k
t
r
o
n
is
c
h
e
s
R
e
c
h
n
e
n
im

B
a
u
w
e
s
e
n



Kanal mit einer Schwelle

0 100 200 300 400 500 600

x [m]

-10

-5

0

z 
[m

]

0.05

0.05

0.05

0.
05

0.05

0.05

0.05

0.05

0.
05

0.05

0.05

0.05

0.10

0.10

0.10

0.
10

0.15

0.15

0.15

0.20

0.
05

0.05

0.10

0.10

0.10

0.10 0.10

0.10

0.10
-0.00

-0
.0

0

-0.00

-0.00

-0.00

-0.00
0.15

-0
.0

5

-0.05
-0.05

-0
.0

5

-0.05

-0.05

-0
.1

0

-0
.1

0

-0.00

-0.00

-0.00

0 100 200 300 400 500 600

x [m]

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Z
ei

t [
s]

0.05

0.05

0.05
0.10

0.10

0.10

0.15

0.
15

0.15
-0.00

-0.00

-0.00

-0.00

-0.00

-0.00

-0.05

-0
.0

5

-0.05
-0.05
-0.05

-0
.0

5
-0

.0
5

-0
.0

5

-0
.0

5

-0
.0

5

-0
.0

5
-0

.1
0

-0.10

-0
.1

0

-0.00

-0.00

0 100 200 300 400 500 600

x [m]

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Z
ei

t [
s]

Nicht-re
ektierende Randbedingungen

ohne mit
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Windgetriebene Zirkulation
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Kanalstr�omung
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Zusammenfassung

=) Ein Modell f�ur Freispiegelstr�omungen
{ ohne Annahme der hydrostatischen
Approximation { wurde entwickelt.

=) Der Anwendungsbereich ist wesentlich
vergr�o�ert.

=) Das Modell wurde sorgf�altig veri�ziert.

=) Alle Funktionalit�aten des urspr�unglichen
Modells sind gew�ahrleistet.

=) Anwendungen in diversen Bereichen sind
sofort m�oglich (Telemac-System).
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Ausblick

=) Aufnahme in die Standardbibliotheken
von Telemac{System.

=) Praktische Anwendungen.

=) Verbesserung der RecheneÆzienz
(Netzadaptivit�at).

=) 3D-Turbulenzmodellierung in
Freispiegelstr�omungen.
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